6.2.2 Goniometricky tvar komplexnich  €isel |

Predpoklady: 4212, 4213, 6201

Pedagogicka pozndmkaGoniometricky tvar komplexnictisel neni pro studenty nijak
obtizny. Velmi obtizné je pro studenty si po roegeamenout na hodnoty
goniometrickych funkci. Varuji je dépedu a pipadnou neznalost trestdm. Bez
piipomenuti hodnot goniometrickych funkci ztraci edsijici hodiny smysl,
protoze studenti nebuddasit problémy komplexnictisel, ale pouze hodnoty
goniometrickych funkci.

Pedagogicka poznamkaNacast hodiny, ktera se zabyvéepadnim z algebraického do

goniometrického tvaru jegba minimala dvacet minut, aby studenti krém
vykladu o hodig st&ili alespai prvni dva body fikladu 5.

| Pr. 1: Nakresli do Gaussovy roviny obraisla z=-2+ 2 .
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Obraz boduz=-2+2i je ugen pomoci dvoudisel [-2;2], kartézskych sdadnic.
Jak kartézské seadnice ukuji polohu bodu?
[—2; 2] = posth se ve vodorovném siru (ve snéru osyx) o dva zpatky (o —2) a pak se posu

ve svislém sr#ru (ve snéru osyy) od dva nahoru (o +2) a dostanes se do l{eduz].
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Je mozné se do stejného mista dostat i jinyasapem (pedpokladame, Ze stojime vdadku
a divame se v kladném sm osyx)?

Zpusohi je nekoneéné mnoho. Jinym jednoduchym je:

Otat se o (hell35°, pak ujdi gimym sngrem vzdalenost/(-2)" + 22 =v/8= 2/2.
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= Polohu obrazdisla z=-2+ 2 jde ukit vice zpisoby:
- pomocitisel[-2;2] (kartézské sdadnice),
e pomocicisel [2@;135’} (polarni soeadnice),
e atd.

Jak seika polarnim sotadnicim?
« 242 - vzdalenost od pg@tku =absolutni hodnota komplexnihotisla |z| (zn&isei

r,

e 135 - thel ot@eni od kladného sénu osyx = argument, znai se ¢ .

Jaky je vztah meZia;b] a[r;¢]?
Srovname s jednotkovou kruZznici.
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Souadnice zakresleného bodu maji hodnotyBtejny obrazek jako vlevo, ale vzdalenost
[cosg ;sing] . bodu od poatku jer misto 1=

souadnice zakresleného bodu maji hodnoty:



[rcosg r sing] . Dosud jsme je oziavali
[a;b] = plati:a=rcosp, b=rsing.
ZapiSeme algebraicky tvar komplexnitisla pomoc{r;¢] :
z=a+bi =(rcosp)+(r sing)i =r( cop+i sig) =goniometricky tvar komplexniho

¢isla.
Goniometricky tvar neni jednozéay, ob: goniometrické funkce se opakuji aer, proto

plati: z=r(cosp+i sinp) =r| cofp+kO2)+i sifp+kO )]

Goniometrickym tvarem komplexniho ¢isla rozumime jeho vyjadreni ve
tvaru z=r (cos¢+i sir¢) , kde ¢ je argument komplexniho¢islazar je jeho
absolutni hodnota.

Pr. 2. ZapiS komplexnéislo z=-2+ 2 v goniometrickém tvaru.

. Goniometricky tvar= potrebujeme znap ar, oboji uz jsme zjistili z obrafk

. r:|z|:2\/§,
. ¢:l35°=§71,

z=r(cosp +i sinp) = 2/_{ co§ﬂ+i Siﬁﬂj.

Argument komplexnicliisel se térr vyhradré udava v radianech.

Jak gevedemeislo z goniometrického tvaru do algebraického?
z=r(cosp+i sinp) =a+bi = stai zapsat hodnoty goniometrickych funkci a roznasobi
zavorku:
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Pr. 3: Zapi$ komplexnéisla v algebraickém tvaru:

mo. T A
a) z =v2| cos—+i sin— b) z, =cos—r+i sin-7r
)z, f( . 4j )2, =cos 5
C) 23=2(cos§n+i sing’nj d) z, :4(cosl)n+i sinﬁ)nj
2 2 3 3
e) z =5(cos40+i sin49) f) z,=2(cos2+i sin2

a) Zl=x/§(cosg+i sin%j=fz{£+i£): ¥i
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' b) z, =cos-m+i sinbm=——-—i
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| 3 .. .3 : .
)z =2 cosS+isincr|=2= 2 @&i(- Y]=- ¢
ic)zS (co STt S 277) z,=2 Gi(- )

d) z, =4(cos%)ﬂ+i Siﬂ%oﬂj

Musime najit zakladni hodnotu uhZHQﬂ—ElT+ 477 22T+ ;'77——477

Z4=4(cos%0ﬂ+i Siﬂ%oﬂj= { cos;'ﬂ+i SiFgﬂj= {4—2+ ( \/_Bj:l=— 20 2

ez =5(cos40+i sin 49

Pro uhel40° nezname tabulkové hodnoty goniometrickych funkeis kalkulgkou jen

. piiblizny vysledek:z; =5(cos40+i sin40)= § 0,770 0,64 3,85 B.

f) zs=2(cos2+i sin2

Pro uhel2rad nezname tabulkové hodnoty goniometrickych funkeis kalkul&kou jen
- priblizny vysledek:z, = 2(cos2+i sin= $- 0,42i0 0,95- 0,84 1jt

P¥. 4: Petakova:
strana 137/céeni 32 z,
strana 137/cvieni 33

Na druhou stranu (z algebraického do goniometrickghru) to bude horsi.

Chceme pevést do goniometrického tvam=1-i = musime najit a ¢.

Najitr neni problémr =|7 =+/a’ +b? :1/12+(—1)2 =J2.
Jak najitg ?
1. pomoci obrazku
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7”/\ Zeleny trojuhelnikitga = % =l=a =7—:
< ; 6\ !1 ; ¢:§7T+7_T:Z]T
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z=1-i =x/§(cos£ﬂ+i sin;rﬂJ

2. pomoci rovnic
Vezmeme algebraicky tvar a budeme ho upravovabnametricky:

_ . a .b)_ (a .b
z—a+b|—|z|(H+|HJ—r(?+|?j.

Srovname s goniometrickym tvarem=r (cosg +ising) = plati:
cosg)zg:E sin¢=E:£.
ro| r|7
= MuazZeme Wit hodnoty sin a cos pro hledany argument a z argument ufit
z=1-i, r =/2 (uz jsme spitali).

cow—g—izﬂ 5|n¢:9:__1__ﬂ
V22 ro4J2 2
= hledame uhel pro ktery plattosg =§, sing = —% = ¢ =:717T

z:1—i=x/§(cos£n+i sinznj.

Pr. 5. Prevead’ do goniometrického tvartisla:

a) z, =1+i/3 b) z, = 2i c) z, =-2/3- 2
d)z,=-2 e)z =1 f) z,=2-12J/3
‘a) z,=1+i\3 = 1 =|7=a%+b :,/12+(\/§)2 =2
1. pomoci obrazku 2. pomoci rovnic
_a_l
cosy = =5
sin¢=—=ﬁ
r 2



A
y — hledame dhel pro ktery platiosg :%,
""""" 3 n
sing=—= ¢=—,
1 ? 2 ¢ 3
it =Y . . T
K Z=1+I\/§=2(COS§+I sméj.
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Zeleny trojtihelnik:sing = @ .y =’—3T
z=1+i\/3= 2( cost +i sin’—Tj.
3 3
b)z=2 =T =|7=+a? +b? =40+ 22 =2
1. pomoci obrazku 2. pomoci rovnic
y I cosg -2 0, C
r 2
r=2 sin¢=9=g—1
i+ r 2
‘(P\ = hledame uhel pro ktery platiosg = (,
< T X sing=1= ¢=’ET,
\ = ¢=7—T z:2i=2(cosz+i sinl—Tj.
2 2 2

z=2i = 2(0057—T+i sinl—TJ
2 2

c)z,=-2/3-2 = r =|7 =va’ +b? :\/(—2\/5,)2+(—2)2 = 4B 4= ¢

1. pomoci obrazku 2. pomoci rovnic
y A _
COS¢ = E = 2—\/:_3 = —@
r 4 2
. -2 1
sing=—=—=-=
. ¢ 13
23 ﬁﬁ . = hledé\rr;_e hel pro ktery plat:
a 1 X cos¢=——3,sm¢=——:> ¢=Zﬂ,
2 r=4 i+ 2 6
z=-2J3-4= 4( cos7—77+i siFZﬂj.
___________________ 6 6
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Zeleny trojuhelnikssina :i = —; S>a=—



¢:n+a=n+gzzn,

z:—2\/§— = A(CO%ITH si%nj.

A z,=-2 = r=|d=Va+b = (2 +0? =2

1. pomoci obrazku

z=-2=2(cosT+i sim)

ez == r=|4=Val+b? =y +02 =1

1. pomoci obrazku
y A

!

v = ¢=0

z=mr=r(cosO+i sin{

2. pomoci rovnic

a -2
cosp=—=—=-1
4 2
. b 0
sing=—=—=0
¢ r 2

= hledame uhel pro ktery plattposg = - 1,
sing=0= ¢=r1,
z=-2=2(cosT+i sim).

2. pomoci rovnic

cosp=—=—=1
r m

sin¢=9=9:O
r

= hledame uhel pro ktery platipsg = ],
sing=0= ¢=0,
z=m=m(cosO+i sin(.

f) z,=2-12/3 = r=|g=va?+b* = 22+(—2\/?3)2 =V 4+ 43= ¢

1 pomoci obrazku
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Zeleny trojuhelniksina = 2.1 =>a =
4 2 6
_3 3 _ . m_10__5
p=—mn+ta=—nm+—=—mn=—-11
2 2 6 6 3

z:2—i2\/_3: Z(cosgzﬁi sianj

2. pomoci rovnic

a 2 1

CO = ==

% r 4 2
sing :E_L\/é: £3
r 4 2

= hledame Uhel pro ktery plattosg =%,

sin¢:—§:> ¢:§n,

z=2-i2/3= {cosgiﬂi Siﬂgﬂj.



Pedagogicka pozndmkaPredchozi piklad je jednou z vyjimek, kdy nechavam studenty,
ktefi ho nestihnou ve Skole dofitat zbytek doma. Jeho tsme zvladnuti je
podminkou pisti hodiny. Samaejmé mi st&i, aby studenti pouzili pouze jednu
metodu, ktera jim vice vyhovuje. Ja osélim doporwuji obrazek kli lepsi
predsta¥.

Pedagogicka pozndmkaNejvétSi problémy se vyskytuji u bodu d) (zapis ve tvaru
z,=-2(cosmr+i sir) a bodu e) kde studenti nerozlisuji hodnatgyako
komplexnihcgisla od hodnotyr jako hodnoty argumentu.

H Pi. 6: Petakova:
strana 137/c¢eni 30 z,, z, z,

Shrnuti: Vv goniometrickém tvaru komplexniliésla pouzivame vzdalenost odéptku a
Uhel popisujici polohdisla v Gaussayroving.



